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2. 
Esta tese representa uma sistematizaçao 
e uma aplicação do método de Poincaré-Lighth1ll-Kuo (PLK) 
para a solução de equações a derivadas parciais pelo de-
senvolvimento em série de funções. Pelo exposto fica evi 
dente que o método das perturbações pode ser aplicado a 
um perfil "suave" qualquer. 
Como orientação para a leitura dividimos 
o trabalho em duas partes. Na primeira fizemos um estudo 
~ 
generalLzado e na segunda temos uma aplicaçao a um per -
f11 cossenoidal. Há ainda uma terceira parte destinada a 
. . . 
comentari.os. e doi:s anexos contendo os programas e curvas 
determinadas por estes. 
A principal utilidade de nossas conclu -
sões será na Aerodinâmica de vez que faz parte de nossas 
hipóteses simplificadoras a suposição de um.elevado núme 
rode Reynolds. A solução fica também restrita à primei-
ra parcela perturbada que, em casos especiais (como oco~ 
rena placa cossenoidal),pode ser na realidade a segunda 
parcela e assim por diante. Para ordens superiores tor -
na-se necess~rio a introdução de uma distorção do siste-
ma de coordenadas em t·unção do parâmetro-perturbação o 
que não foi realizado por carencia absoluta de tempo. 
De uma forma geral, para fácil assimila-
ção, as conclusões encontradas podem ser encaradas .. como 
uma correção da solução de Blasius para a placa plana 
3. 
em função da Órdem de grandeza da perturbação. 
Mais uma vez chamamos à atenção que, co-
mo é da própria essencia do método, o perfil em estudo 
tem de .ser. "suave" ( ou seja, suas derivadas tem que ser 
de.pequeno valor ao longo de todo o perfil) caso contrá-
rio o. que está exposto não se aplica. 
Sob o ponto de vista matemático o probl~ 
ma consiste em uma linearização de um sistema de equa -
ções diferenciais (não linear) a derivadas parciais, pe-
lo desenvolvimento em série de funções. 
4. 
INTRODUÇÂO -
Os métodos de linearização de equações 
diferenciais por uma expansao em série de funções e em 
têrmos de .um parâmetro E considerado "pequeno" ·à prig_ 
ri, tem.sua.origem com o tratado de Poincaré "Les 
Méthodes .Nouvelles de La Méchanique Celeste"(Par1s,1892). 
O método.desenvolvido por Poincaré tratava essencial -
mente da expansão da variável dependente em têrmos do 
parâmetro E • 
, 
A grande deficiencia deste processo e 
uma "transmi.ssão amplificada" das singularidades da 
função.expandida às parcelas de ordens mais elevadas. 
Lighthill soluci.onou esta deficiencia 
expandidndo também as variáveis independente.s .. em .. ,,têr -
mos de potenci.as de .f. 
Finalmente, Kuo aplicou este proces-
so ao problema da placa plana e o método tomou então 
o nome de método de Poincaré-Lighthill-Kuo (PLK) (Maio 
res detalhes. poderão-ser encontrados em.Advances in 
Appl-ied Mechanics - IV - Academic Press - 1956 - págs. 
281,282,283) 
Uma outra característica destes estu-
dos é que a camada-limite apresenta as funções does 
coamento (gradiente de temperatura,tensão viscosa,etc) 
# N variando muito mais rapidamente ao longo da direçao 
5. 
transversa que ao longo da parede. Tal propriedade perml 
~ 
te i.ntroduzir hipóteses simplificadoras que sao essen_ -
ciais para a determinaçiio do gradiente de pressão ao. lo!!_ 
godo escoamento. 
Não se fez um estudo sôbre a convergen -
eia dos desenvolvimentos em série propostos pois parti -
mos sempre da suposição que o fenômeno é físicamente-de-
finido e neste .caso, a. descrição matemática deve acompa -
nhar a descrição física. 
6. 
PARTE I - O PROBLEMA GENERALIZADO 
a, O Modelo Matemático -
Seja o escoamento de um fluido sôbre um per. 
fil curvilíneo "suave". As equações que descrevem o campo 
de velocidade assim forme.do são as de Navier-Stokes .e. de. 
continuidade: 
Vamos e.dimensionalizar as nossas variáveis 
introduzindo: 
* '3 s - -
- ?,. 
onde /1= comprimento qualquer característico de. superfí-
cie na direção do campo de velocidade do "free-
stream". 
Uo:,".' veloclde.de no "free-stream" 
P= massa específica do fluido em escoamento 
7. 
Levando as novas variáveis nas equações an-
teriores obtem-se : 
u* ôu.* + v'-* au* __ 
é)s*' º"' * -
Vamos supor'que ~ seja muito grande (ou S.!!, 
ja, que Y seja mui to pequeno em comparaçao com o, produto 
Ua:,/\ ) • Efetuando a nova transformação de variáveis : 
5=-S'* 'Yl=OVl;t: 4=,u.* - ., ,. ;::= t-f V--Cl,V't J" 
Obtem-se: 
.u.c1~+ü-c1u=-~+cl;lu +-1 'iü 
OS ÔY\ é) & '=íR à )Í 2. ÍÍ< o ,tL 
u a~+ v d.'.:=_(). ª-E+ _1 ( ~ a2tf +Q 8\; 1 
Q ôs o. º" º" '.\R a. as :z. º" 2 J 
du+ dij:~ o 
as o'iii 
2 
Colocando-se Q ='.ti< vem que : 
ü o~+ LJ a~ = - ~ + ( a2u + ·-' a~u ) 
à-r 0)1 as Ô'\í 2 ':jR as l. 
.-
1 (uª~+v-'3~ )=- 02 _1 a2ii 1 'ii 
~ ÔS ,- + ~ +-




Como1i< foi suposto muito grande face aos 
valore.s presentes nas equações acima,p9deria se reduzir 
o sistema a: 
(A d.Ü -;-'Ú dU. - - dp . 




'ôs o'>l -A segunda equaçao 
-ta expre.ssao mostra que se pode 
indica que ~= ~ e es-
ôS ds 
calcular a variação de 
pressão. <::fü em qualquer superfície m =Constante. Vamos 
ds 
en.tão. avaliar este gradiente de pressão no "free-stream~ 
Supondo o escoamento incompressfvel, ou 
seja., que ,.\(\ , ' <..!+=Ü sera aplicavel 
ds 2 
f.i = - p~oo 
a equação de Bernouilli. : 
Consequentemente : Q:Í?= - ruco duro e: 
els as 
E como virá que : 4:b= -Uro Jjj 00 
eis ds 
Para o nosso problema, considerando~se. o 
perfil. de velocidade. em a=O como sendo re.tangular.as ... con. 
diçÕes de contôrno ficam sendo: 
1. u(.s,0)=0 (velocidade nula juto ao.perfil) 
2. v(s,O)=O (idem) 
3. u(s,a:>)=uCD(s) (velocidade no "free-stream") 
b. Linearização pelo Método das Perturbações -
9 • 
~ 234 -Introduz-se uma funçao.-fluxo tal. que.~:: .u. 
e -~"' V: • Desta forma a equação da co_ ntinuidade estará 
'o$ 
automáticamente sa ti sf ei ta. A seguir, à semelhança .. da. s2 
.. 
luçao de similaridade para a placa plana vamos colocar: 
- - - -V.2 
q:> (s ,'Yi )= 4i (:S, 'Y)) onde "'l = rfl S e vamos admitir que 
se possa desenvolver <t>(s; i'\) na forma abaixo : 
c/)(s,ij) ~ s IJi. + Cr)) + f'. -E. r <t,,• e .s, 1 ) 
l: 1 
sendo € um parâmetro caracter!s.tico 
da g,eom,etria da parede e tal que, : 
e +t é por sua vez .. um .. com -
primento. característico. da direção transversa. à de u 00 • 
Para esta mudança de coordenadas. t.eremos 
os, operado.res : 
seriam: 




Substituindo es.tas expressões. na. equação 
pr1m1:t.1va obtem,-se : 
10. 
11. 
Grupando os têrmos independentes de€ e 
efetuando convenientemente as transformaçoes dos~soma-
tórios obteve-se: 
- !__ +ll(rytçr-i- _, -J:111(1)-1- Lf~r- f'(fil 8::f>~+ _ç~c~) º~f:_-
:;_r 11 :s Q= 
1 
L oZs?y!L, ÕYJ s i.:i., Bsô'l 
IQ, - - -
~ l__ d'i>,i ( ~ ~-j - 2- él4P-J \ _ -LGl ~Ja_ -
.is J=1 o'ij s 0 ry osch1 J sV.L ss 
1~1L ~;cP~_ -~ f~{~~-i ~J)- ~13/Lw:J :-~ 
Onde se tem <Í:>o=Q por convençiio. 
(() -
Vamos colocar : i:i00 Cs)= 1+[€"\p), ou .seja.,. va 
r.i, 1 
mo.s desenvolver Ü00 em uma série de parcelas "perturbada6'!, 
Se convencionarmos que u0 =l então: 
a:, . 
.u.wCs)= L ~io_u,,Cs) 
k?,o 
Logo : Juw= L~t.d.ui,,. e então : 
ds p,o els 
~-= - r_-f"'ü1. Lt ctuk,. -c.-IL -E uf.,~ :o- I.ç: L u~ cLu;-~ ,- [iá) -~ílQJ ~ -1 QJ Cú lo+j - oc, i' l -
cts /;/,o b,o d~ - R,OJcO ds ,,o k.,o cl s 
-Levando esta expressao na expressao. anter.!_ 
or e- comparando os têrmo.s na mesma. potencia de .. € :vem : 
Esta seria a equação para a. ordem zero. Pa. 
ra ordens. superiores a .zero obteve-se : 
e. Desenvolvimento das Condições de Contôrno -
1. u(s,0)=0, e então Ü(s,0)=0 
P1Co)+ _'._, LcoE' 8<\:>i (.s,o)=o 
-j- S1,_ ,~1 º'l 







- 2. v(s,0)=0 , e então v(s,0)=0 
1'-=- ~, [çc~)-~.n~1l_ LE;[- ~'-Il ~']=11 (~)-L-E.-[~·-:!h ~'] 
Js 1:i. L '.J let 8s '2S º'1 <õ 'º' _as Js OY) 
Onde v'B(~) representa a velocidade.trans:ve!. 
sal na solução de. Blaslus ! 
Vamos tomar v'B(O)=O o que obriga a: 
f(c)=O 
ô:f:, (s,o) =o 
ôs - ) L .ç;,~- e-) 3. u( s,oo)=u,,.,(s) donde : UooC~ ; .UR. s 
1 1 co ,- _ . b=o 
-ÇCro)~ 5,/..._2;-~,€ ~·(s,ro)= 1+ f-EIQ,u~Cs) 
Vamos obrigar: 
+1Cro).:_ I 
~ ~/ (8,ro) ~ u;(s) 
s~ ó'] 
Como a nossa equação~ de terceira ordem o 
13. 
nosso problema fica determinado com o conhecimento. destas 
três. condições. Passemos então à solução das equações: 
d. Solução,, da equaçao de ordem zero -
tlº)=O 
e : -Ç'Co)~o 
_f 1(CO).,, 1 
Esta é a equação de Blasius cuja solução é 
de uso corrente. Vamos .então para a seguinte : 
e. Solução. da equação de primeira ordem: 
Temos : 
Que, como 11o=O e êj:io'o,se reduz a: 
aêf,, + ~-) éf<t>r _ ruc,;) ôtf?, _ +C_YJl ~( _ 1 c}fa, 
~ - B -,. ;i_, 5-341. =" = õ'rj Sr '1., O~Ô~ _s /.:,, OS ,2s V,Z <-'") ~,, 
Com as condlçÕesde.contôrno: 
~-'-ôs 
ab, (:s,o)~ o 
ÕY) 




Vamos buscar uma solução .. para esta. equação 
na forma. : 
14. 
- ~ substituindo esta expressao na nossa equaçao 
Ou seja: 
L) 1-1,""'-+ 1-h,i+ ?-i,._ -h+ \ ~\ t'' L 5 i\,\-3::: _ cfü, 
Ql ~ s di 
o.:i ~ 1 _ il""'- r' r 1 11 r r 11 r I' 
11 r 111 .1._- ?>]A -'i oo _ t1,,.-{· 
[_ -1- 1"' + "-mi+~+ in l s r__ 1--2>..,_ r '< ) s :t 
0 6(_ J_,, = \FO 7 Íl' QO 
Comparando os têrmos·de igual potencia em 
s vem : '-.;2/1;..-f't't-'\,.t+'~ ffi\t/'= L.\lti"'- l' 1(m) 'Yl=0,1,2,. 
& ~ ~ ~ 
(, _ ~/\"' ).r~ +&111 .... i + ·+ + t 11 +ii<t~ ( ,-:i.""'), ( 00) 
uma .funçao .. +1,Jo/j)c f"(:5) (e, 
1 -l''n. [ C0) 
consequentemente· admi.tindo-s.e .qué . .("
1
.Joo);tO) obteremos : 
Introduzindo-se 
( l-~!'11,. )f 1~ 1+ 2?,>c_f"+l.c + + ~ 11+ ~4i,,111:c l 1-,2?. n ) 'YI = O, t, 2, 
,.. ~ 
Com as cond1çoes de contorno: 




2 f1 1(D)=t~fo)=O 
• 1'\ ,t(co) ' 
J CD _?."- ~ 
. .ü,(s); Lu.,oe,..s 
00 ()1 _í\"-'4, p 1 
Como u,(sl;L-\1t[ro).s então: i-.,,(ro);~ 
u,o 
Naturalmente : l;1,1(Q)) 0 1 , que é a terceira con 
dição de contôrno requerida. 
Observamos que a equaçao ordinária acima- apre-
n . "'e-) senta uma solução assintótica tal que u.u... +-n. l) ; \ pois: 
11---<>a:> 
suficientemente grandes te Para 
ríamos: 
valores de "1 
-+1 ( "'1) ~ .l. 
+"C~\~o. 
Consequentemente nossa equaçao, neste interva-
lo poderia ser escrita: 
( 1- R)tv) 1-\_
1 
C~) +-Ç~1(1)+ti~11 C~) = 1-J11~ 
Onde se tem obrigatóriamente : ~
1
(oo)~ 1 
'.:f\"1(w) ~ 1 
te obriga a +:i'1(Cb)co0 
se verificando assintóticamen 
e 11"\co)=.O pois neste caso re -
"'-
caimos em uma identidade 1-t>-"\\.; -l-R ')"-- o que eviden 
eia a assintoticidade. 
Chegamos -então a uma solução ( até primeira o~ 
dem) com um alto grau de generalidade, ou seja, a solut 
ção proposta se aplica a um-fluido escoando-se sôbre um 
perfil de forma qualquer desde que: 
1.0 perfil seja "suave" 
2.0 perfil de velocidàde de.ataque (s=O) seja retangular 
J. ~ seja muito grande 
4.A velocidade no inf. Jjossa.c se escrever: 
16. 
e os <Ã,Cs) por sua vez possam ser escritos : 
co ·-'?\)'1,.1· V.2, · 
.u,(s)=LC,...,,5 Chamamos a atenção que deste ponto·ém-d·ian 
1i1..=o 
te impõe-se uma soluçâ'.o numérica. Temos então.um .. proble-
ma de condições de contôrno (duas na origem e uma no in-
finito). Este problema f'oi resolvido com o programa rel~ 
cionado no anexo 2 e que pode ser resumido como =--PI'C!- -
ce.sso. de tentativa-e-erro em que se di spÕe da su.bro.t.1..na 
RK) (Runge-Kutta para um sist.ema de. seis .. equações) .•. Para 
- valores .. inteiros .. de /ln. obti vem.o.s. para. a. te:rce-tra .. condi-
ção ·de contôrno.na. origem: 
F"(0)=-0.86 
o 
F"(O)= 6 6. ltl7180tl'/ 
F"(O)-1 - 1.35465 F7(0)= 6. 91274758 
F"(O)= 2 2.637'?72 F8(0)= '/. 6022042 7 
Fj(O)= 3.6759824 F9(0)= 8. 26179557 




Ainda do computador e usando-se. o plotador 
e o simulador analógico CSMP obteve-se a séri.e ... de. curvas 
- .,,, ..-,11 c-1 para as funçoes -1,,('ij) e+,, 'Y\ (anexo 1) e que ilustram a "as 
sintoticidade" de nossas soluções, ou seja, que parava-
lores .. de 'l') suficientemente elevados ( '1 =8 provou ser 
um limite bastante razoável, como se ve) então: 
~ .. Jii)~Yj- b 
:P~(vj);'.1, 
Tl~' (i'J \?'o_ 
Onde b e, t t uma .cons an e. 
17. 
Este método de perturbações (até a primeira 
ordem exige, como já· vimos que as funções presentes pos -
sam ser expandidas em uma série de potencias de ã. (em ül-
tima análise. Vide a expressão de ..u.i~>). t fácil. perceber 
que is.to. não seria sempre possível (à priori não.podemos 
garantir a analiticidade das funções presentes). Contudo, 
será sempr.e:.possivel. nos aproximarmos destas .. expressÕes 
por uma série de potencias inteiras de s que multiplica 
um ii el.evado a uma dada constante determinada à prior.L,ou 
-seja, estaremos efetuando a expansao: 
co _ '(\. 
...u.1cs):sª L ~s 
U.=O (à semelhança do que se faz no 
método de Frobenius para a solução de equações ordinárias 
por meio de séries). Tivemos o cuidado de preparar uma 
subrotina ( anexo 2) que realiza esta aproximação . ..a.té uma 
ordem_ q.ualquer dentro das. limitações do. compu.tador,_ pelo 
método· dos mínimos quadrados. 
Conforme sabemos das soluçôes em .. séri.es, 
quanto mai.s afastados estivermos de S=0 mai:or número. de 
• "' • d A termos. serao necessari.o.s para escrever o fenomeno .o que 
impõe uma outra restrição ao método .:valores. grandes. de 
s (fique entendido· qu.e sendo s~S/?1 ,ou seja,. uma função 
da natureza geométrica da superfície este têrmo "gran -
de" não pode ser avaliado sem o seu conhecimento). 
. ' -Devemos ainda chamar a atençao que o pro-
cesso ainda se indicaria para uma superfície apenas co-
ltl. 
nheclda por pontos (desde que seja "suave") pois podería-
mos ajustar a estes pontos um polinÔnio pelo. mét.odo. acima 
exposto • 
.f. Descolamento da Camada Limite -
A Camada Limite irá se descolar quando a 
tensão entre o fluido e a parede se anular, ou seja, quan 
do ~=O • ;.Sabemos que : ló'°= -i-i-- ôu j , portanto : 
àn "~º 
@ = um ou = \Jco élu = uro,ji:' óü 
ÔYI on 71 ôn" 7' ài'i 
Como p., Uoo e ÍK são por hipótese diferentes 
de zero .. temos que no ponto .de .separação : 
Jii 1 =0 .·" _1 é}ü: 1 =0 :" aü·1 -e.O 
ôn YÍ=O SV"' º'1 Yj=O ôfí Yj=O 
ro • -
Como U: ('f(n\+ ,!i 2;_t
1 
o~i , então.: t \ / $ 1'!. \CI OYJ 
00 • 
a~= +''(rj)+ ~' L -Ei a~t 
ÔY) s v.i •=, à~ 2.. 
Se aproximarmos até os têrm.oB .. de. primeira 
ordem vamos ter 
posto para <P1. ) 
que (substituindo.o desenvolvimento 
O!> I> 2-
: l'°(o)+ _!__ L t' ª':?·· C~ºl=O + s'~ 1=1 ~11;/_ . 
a::, ~ f..t-Y.2, p 11( ) • 
,.t"(o\1-EL s 1" o=o 
o 
pro -
t 'l ... 
E -o problema fica reduzi.do ao cálculo dos 
"zeros" de uma função pol1nom1al. em s. 
19. 
PARTE II - APLICAÇÃO A UM PERFIL COSSENOIDAL 
Seja o caso de um escoamento satisfazendo 
as restriç6es impostas e que se processa sÔbre uma pla-
ca de perfil cossenoidal cuja expressâo analítica. seja: 
{(.::.)= +t C0'5 .QÍI~ 
7' 
onde 1i" = amplitude e /1 = comprimento de onda 
As duas primeiras condições de contôrno 
independem da natureza,da superfície logo cont.1nuam. a 
ser nulas. para o presente estudo enquanto que a tercei-
ra condição passa a ser: 
- - 2 0,4 0,6 
• º u (5,CO) = <.e/ (3 = 1 _ l?i- + /--;:- _ r::. + ..... 1zt 41 <õl_ 
Vamos supor-f =0.10 no máximo. Como ~uu{,=°'4\C}(11l) 
f,J:'.=s'~06.l6"'0fü/1d entao 
este valor o êrro ( 
do 42 grau) : 
f.>v.,.ç(~ ~ o~ l\ct 
aproximando cos ~ 
• Teremos para · _ 
por um polinômio 




) = - º·ººººª 
20, 
Logo, poderemos para um valor máximo de (na 
ordem.de O.lo fazer a aproxlmaçâo: 
ws/3~ Lif +~ 
..2.1 Ljl 
Como ~.:C~k} [-~<r\J vamos desenvolver 
em série de potencias (Tabelas da CRC - pág, 409) 
r-i~ [-li'(x-i]_ f:-l/{t-\]: l-~kl]~ [:-~'(,,'}:_ 
3 5 7 
o 5 7 C\ 
fi=-~(.:-)+h.'i,)- k'(r)+ k'h:·)_ ~'(t·) 
v 5 7 q 
Poderemos então escrever.: 
cosr~ L 1tl[I- ~~x-)+ ~1~)_ J: 
Como t'k) é da ordem de t 
htif1_ 
«'4 l 
' ffiS ~ 
rã termos de ordem impar em relação a t . 
1 l , .2, 4 Jlj 
~'<'\ + "..s(,:J _ ··. 
não te-
. . " 
Voltando para a terceira condiçao de contô~ 
no : 
Fazendo- se f 1('(' \ = G .\-1 (, '\ ; • +\( '(' L- ~ií ..w .;)11><1 , 
í\ 
vem que (para que as condições de contôrno sejam indepen -
dentes entre si) : 
1 
Ordem zero : -Ç(QJ)=l 
21. 
1 ~. (s 00)-0 • clS\.?, cs roJ - .u -o 
Prim.eira ordem : s•1,, "ií ' - · " ô'ij ' - ' -
· 1 atj} 1- ) 1 "2( \ -Segunda ordem : s'i. -;;,;,'.2. ls,co = - J,.., ~ = u~ 
T.erceira ordem: J,
1 
8'Í),([,ro)~o= Üa' .s .,_ Ô'ií 
Quarta ordem : ~ ~ (s,oo\~ ~ \-\
4(~\=Ü4 s'1,, ôi') B 
E assim por diante ••• 
Por outro lado vamos considerar "C/,.. bastan 
te pequeno para que se possa fazer 
~ .n 't'. ~ J.tu. .e ií, ~ -JtM. :, ".r " - /' 
Pré - fixando-se um êrro máximo tolerável•-
( êrro absoluto) de 0.1 vê-se que o valor máximo possível 
de s será função tanto de t como de ?,. • 
-'.5= lJ!:;('!ft)L d,c ,J;1+{~)J>JUt~~:.nk 
S:- ..!. j'C/11-4V"'f~ .. ,u.i6 ~ 1~ d,,c, 
;\ o 
Para um. Â = 1. , pelo programa 11 stado no 













Consequentemente, respeitados os intervalos ac! 
ma indicados: 
E assim por-diante,,, 
Como u,(s) =O obteremos para a solução .de pri-
mei.ra ordem • • 
CY\,,=o .°. _f~(ro) =O n=0,1,2,J, ... 
Desta forma não poderíamos trabalhar com 
pois isto implicaria em uma di vi sâo por zero. Comtudo 
vejamos a equação: 
( 1-:2i"" l-f'~ + :2i}\,t + \ t-h- + :2 t'"= e 1-tÀ\\) -(~i e rol 
que fica reduzida a: 
·( Í-:/.'h, ).fr.{'+ Q~-,v~+11-1-+l,''+Jt v~o 
Com as condiçoes de contôrno: 
n=0,1,2, •••• 




Donde : q,, (~7i )=O 
Da expressão geral de <P,· ( S, 11) temos que para 
este caso específico de cpJ~~)-=O poderemos calcular a s2, 
lução de 2a ordem que terá por expressão : -
-.f'c~\ a<f)ál -f 1C~) 02cfu _ ~ (o+o)_ t'.&) ~- -f{i) º
1
~ -
.2s ,1,2, à>J + s IJ.11, osa>f -2-s .s ,1., os '(, s3;~ º'1 
'!, -
- J. (o+o) _ _!_ d~t = O+ JM:~ +o 
$ S 31.t, d"Y)" ci & 
Ou seja: 
- _fc~J ?Pá)+ +'r'.fj) o2tfu _ +~~vj) ~- +!fil ~cp~_ -d-- a3f~,c ~i-
.zs 3/:i, Õ'Y\ S//.t, àsõl') _ :S l.t, 8S • ./S ~/p_, Ô-Y);i.. .S =iJ,._ d"):!. e{ Ç 
Com as condlçoes de contorno: _ 
1. ~9-(S,O):.O 2, ªJ:2.(S,0)=0 J. \,. ~.2 (S,OJ) = .U.~(s) 
- Z>S S = ~·1 
Õ'] -#' • 
Como esta expressao e em tudo semelhant.e a de 
primeira ordem anterior, poderemos propor o mesmo tipo 
de desenvolvimento em série de funções que fornecerá: 
O-~')."' "){'t1 + .Q'>-i-vt,,,-+ ''+ +fn''+ .e,f/1=- C t-.'.2:>-1'\, )t e 00 ) 
tco)"o 
((o)=O 




2..?itf vamos desenvolver em 
série de Taylor esta expressão em tõrno de s=O: 
" ii.z_(s)=- L(iT 2 &u./ .:::?its .' . .uz_CoJ ~ o 
.2. 
clü.i (.f )::.... 4«3~ l(iS · ·. ~..2.(0 )=O 
cts ~s 
º752 Csl=-16u4c.os4Í(f .·. Jr..u2 coJ=- t6ii4 
d.s-" d-. s; 
ó~U..z. (:S): Ei(11 5~4íf s d3.u.2. (O)=O. 
&s?, cJ.s3 
24. 
Podemos ver que todos os têrmos da potencia im-
par de s serão nulos e ainda o têrmo independente será 
nulo. Podemos ainda formar a recorrencia: 
dll.iiz=-l1p112 d,u-iv;z 
d.~)'\. els\\ -l. 
n=J,4, 5, •..••.•••• 
Tomando apenas valores pares para n virá: 
n=2m 
m=2,3,4, .....•... 
Consequentemente : ,, 
00 
<0 m qL/m Jm,-"'-~ í -~ 
.u.i(I)= I... (-1) _c,j_ íí' · s ; L \.,yy\_.s 
w=, m I ...... ~, 
Donde vem que: 
· n 4n ~"2 e,.,= l°(o,j = (-,) o! íi n=l,2,3, •••••••• 
1n 11,_I 
Para n=O teríamos uma equação homogênea com 
condições de contôrno homogêneas; logo 
Ío(rj):=o 
25, 
Os valores de ·1rn, correspondentes e.o problema 
-serao: 
- - 00 -Â11,:i.-Y11, . '\ 1 ' A ~+ 1 
uis)"' I_C,.,, 2 S .. -">1,2-~ 0 0r\., u 11>v,2= tJ 
""'º o<, 
Determinados G.i,2 e Íl,.,2 o problema está resolvido 
pois se resume a interpolação de valores nos gráficos 
em anexo. 
26. 
PARTE III - Comentários -
Durante a solução numérica das equações 
diferenciais pudemos observar que aumentando-se a ordem 
da equação a resposta da mesma f1ca mais sensível a uma 
variação do valor da condição inicial arbitrada. Desta 
forma, enquanto que na equação de ordem zero apenas duas 
casas decimais no valor arbitrado para F;(o) foram sufi-
cientes para que ~l'CYi) = \ , já na equação de ordem 10 
1')--bCO 
oito.casas dec1mais_perm1t1ram apenas uma aproximação.da 
verdad.eira solução. Ficamos então limitados à esta o.rdem 
de n. pela_ .. 1mposs1b1:iidade do computador 1130 de traba -
lhar .com .. um maior número de casas decimais. Paralelame!l 
te, um. inf1ni to .. da ordem de 8. provou ser suficiente p~ 
ra.que a assintoticidade se ver1f1casse. Do ponto de 
vista prático poderemos considera-r nossa condição F" (O) 
n 
como sendo expressa por um número de o1to casas decimais 
e ressaltando-se que para valores de 1 superiores a 8. 
deva-se ter: +( Cvj); 1. 
~" lrj) ~ o 
Esta colocação do problema é particula.r 
mente importante quando queremos (por exemplo) calcular 
o ponto de descolamento da camada limite. Neste caso 
não há int.erêsse em trabalhar com um maior número de al 
27. 
garismos significativos pois o êrro cometido em_ se a-
plicar o método das perturbações é evidentemente sup~ 
rior a este limite de precisão. 
Por outro lado, temos repetidamente nos re-
ferido à ordem (inteira) de Fn(~). Convêm chamar a a-
tenção que F~(~) não é própriamente uma função de n. 
Na realidade seria mais preciso (ou mais direto!) se 
dizer que F"' (~) é !"unção de f'Yv que por sua vez é uma 
função de n e notar F~~(~). Contudo a notação que uti 
lizamos leva a vantagem de ser mais simples e unir a 
noção de dependencia com a ordem das funções F~(q) em 
relação a série de funções proposta. 
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GRÁFICO DA VARIAÇÃO DA FUNÇÃO F
171
(-ij) 
_ EM Fl.NÇÃ.O DA ORDEM DA EQUAÇÃO E DA 
, -
VARIAVEL "7 • 
3.0 4.0 5.0-
! 
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. GRÁFICO DA VARIAÇÃO DA _DERIVADA PRIMEIRÂ 
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GRAFICODÂ \IARIAÇÃO DA DERIVADA SEGUNDA 
F~C~) E~' Fl.NÇÂ6 DA . . . . . . . '' 
DA VARIÁVEL ' 
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; ; c:-oé<. 
*I_ J ST SOIJ> C!õ DOOGRAV 
*O~!~ ~10R1 J~1T~~~R6 
e s JºPRO~ºAv~ PArKl 
D A.("'. l 
0 11.cvz 
D A.(V ?. 





R c:-r, JR'.I 
F ,\lf) 
*Ll5T SOIJºCE DDQGRAV 
*n~!E WORn T~lTFr.ERS 







F 1\I r'\ 
l·'S U/l PAC"'.? 
*LIST SOUºCF PDOGPAV 
*ON~ 11QQ~ INT~GFºS 










*n~~ WQQn 1~1r~~~PS 
*LTST SOUP(f D?QGRA'• 
J2. 
C SOLJ(',r. •")A F'"JLJ.ft(M1 faF ºLAS[SUS. PAR.A U'-' O,H)(' [11FI,'IIT 
C DR'1GPA'I./, PP['l(jDAL 
r (QDC"=--'1JAL ,,i, P()[)D ! GLJFS TF !Xf IRA F l Lf-'0 
~XTCRNAL ~A(~l,ºAC~?,Pt(K3 
n 1,1 <= N s I O'·' A I 1 , 1 , 11 o L 1 , , 1 O(', 1 , E T .• ( 1 n O 1. 
~= ·º 





"=•I / ( 1 (',, Hll',i) 
\/ I = (·' 
;,sr, nc 13 J=l, 10n 
13 FT•(Jl=J•N/100, 
CALL DVA(C>A(Vl,SAC~?,RA(V3,P1Vl,Al,lC,lOO,VALI 
~o 333 J=1~1uo,1n 
3 3 '3 1· 1 D l T F 1 'l , 1 0 0 I F TA ( .J 1 , V .A L I l ,J ) ,. V 1~ L 1 ? , J 1 , \1 t, L( 3 , J I 
101 FOO~ftTl4F2'i,ln) 
-;o T0 :~O·:' 
3n0 JF(-V~L(?,l0C)-1)4r_n,~nn,500 
400 TF/TC~-O.J0000l}PO~,P1~,~50 
ASO ~!(31=AJ( 2 !&TOL 




T0l_=TOL *0, 1 
.AI 1 ':i 1 =t, i ( '31 f, TOL 
t,1,/0JTE(",F:Ot'IJt\T (3) 
r:.o TO ?'iO 
R()n FT~-'=1,. 
'~ºITF(•,750)4[ (1! 
7'i0 FO'º''A.TI' (0'11)[(110 I'!!CIAL (QDPJG!DA=' ,Fl0,71 
CALI_ f=X[T 
.11 x=o 
/ / ,J'.)P 







; ; =mi 
*ON~ 100R~ INT~GERS 
*FXTF~~FJ PPFCTSIO~ 







r SlJPPRC)r;P_l\l\.1!:1 r'lJ] 
/ / C)l)D 
~-S TDRE 
! I .=o~~ 
"!/\l(Tfr''··' D,Jl iX,Yl,Y?,Y3,Y4,Y5,Y6) 
[)JJ~Y2 
'lETU'"f,J 
:: •\I () 
t,'S UI>. l)JJ 
*0NF ~l)RQ INTFGFRS 
-?fLJST SOlJPCF CRQ(;RtiJ.~ 
*FXTiNr,fr, PDC:-CJSJO~ 
( SIJPf-RQ<-DA.CIA DJ? 
/ / 'JlJD 
"STODE 
// FOR 
F l 1 'J, T J O,~ D ,J? i X , Y l , v ? , Y 3 , Y ~- , Y 5 , Y A I 
DJ;, =Y O. 
'IFTURN 
F ,,ir: 
4fQNF ~Qq~ J\!TCGEPS 
*LIST SOUD(F DDQGRAM 
*~XTFNO"!' PRF(JSIO'i 
C SlJº?RQr:DAMQ D.J~ 
/ / !'i.JD 
<f s T ()D" 
Fu,.1cr101, DJ3(X,Y1 ,Y2,Y3,Yt..,Y5,Y6) 
GJ3~·-(Yl*Y~) !?e 
'<"'TURi\J 
'··'S tJA ')J? 
33, 
// FOR 
*O~F woon INTFGERS 
4~L T Si ·SOLJP(F P?OGP.ti_t._.A 
•EXT~Nnfn PPF([S(OM 
C SlJºP'<OGRA'>A D,JL. 
// f"JUº 
*STOQE 
! ! "º"· 
FUNCTJn~ DJ41X,Yl,v?,Y3,YL.,YS,Y~I 
Q..;~=YS 
R f TIJ 1," 
E \Ir) 
\.,15 'UA. ílJú 
*ONE ".10C!ri I ~TFf;FPS 
*LI S T <;OiJD(: n OGR A·'! 
•EXTENüFO PRF(!Slíl'' 
C SURDRQ~DAVA DJ5 
// DUP 
// FOR 




*DNE wnPr r~1r'F~fQS 
*L l ST S0ll'"'(F POOGRM/ 
•FXTC-NnFn PP=r1sro•1 
( Sll""ROGO!..MA í"l,JA 




(ALL ovr:P"LI I.JI 
r:,o T-J (?n,1n,40l,IJ 
? o 1,1 r.> l T f I l , l 4 O 1 
, ]4() FOQ\<AJ( 1 CIJJnAnO,O\/FP"L(l':! 1 ) 
Í.J('\ r..J(-,..=0. 
3n ror-.1TJl' 111F 
11. NJD 
•STO'<E 
Cff TU R ,\I 
:. r,,! f') 
\.IS U.A. DJA 
34. 
/ / "ºº 
*!O(sl:aoo,11.,,?PR)NTER,TYPFWPITFR,KEYGOARDJ 
*LIST SOUºCF PDOGRAM 
•FX.T,"NnF·'> f'°l"CISJO•" 







1.1ff!"'lSJO,., YI (AI ,VAL(6,100) 
i:-o~.i1.~0J\i L[).Mri.e. 
PROGRAVA OUF ºFSOLVE AS EOUACOE5 DE ORDEM N 
1/TI LI ?A-SE A SUOROT J~!.~ PK3 
(()DDf OJALMA TFIYFJRA 






110 FOOMAT( 1 ORDEM OA EOUACAO EM ESTUD0= 1 ,Fl5,~I 
. LA',~{'),A::r,Pf"!E\~ 
X T = G" 
K=l 
f-'=O.OP 
'J = l DO 
111 YJl:l=!l, 
Y!l21=0, 
Y li 31 =O, ,,?09 





J?c; FQO\·'AT( 1 VALO" !'!!(TAL ADf'ITP/\DO=' ,"l~,10) 
e a u. º ~- ?, < o J 1 , o.; 2 , G J 3 , D J ú , l' .J 5 , o .Jr • H , >: 1 , v 1 , K , ,, , v "· L l 
'·! q 1 T F 1 ?. , 1 3 () 1 1 ( \/ A L ( ! , J 1 , ! = l , 6 J , J = 1 , l O íl , 5 1 
l'líl FC~MAT(6Fl?,31 
e A L L n r. T s 1,1 ( l • ! T 1 
r;o TO lln,501,IT 
'iO CCWTt,\ILJF 
CAL'- nATS'·'(~,~W~) 
CiO r 0 ( ?. ?, , 3 6.) , ~r .. 1,\1 
":'+ .:o~.1T'MUF 
C~Ll. FxtT 
C' !\l i'l 
35. 
- 'DIAGRAMA cDE BLOCO PARA O CSMP 
0.325 o. o. 





















i _ L ____ - ----------------------' ,, 
ARB. 
36. 





































1 18 13 1 
1 1 
1 I 
: 17 ló 1 
\ ARB. 0.5 J 
1 1 





1 1 i PROGRAMA PRINCIPAL 1 
1 1 
1 1 
~-- - -- ----------------------------- _J 
37. 
I / Jni:-, 
e ;)Of"',(:RA,'~D.. cs~.Ao 
r rQPPE-nJ•L~A TFIXFJqa 
C ~AT0 n~ ]96q 
// XFQ rs•P ? 


























1 (... r: .. ':: 
l s l. 





































! ! ,)nC\ 
// FOP 
*FXT~h'.~f~ Pº~CTSIO~ 
~~1_ I C:,T SQlJO(C- C:í-, OGRtJ..r,,. 
( SLJC\CRO~~aMA OJAL 
FtJ,\ICTI0"' DJ4l{?I 
CC\~r,.,O,\I p r 'FPS 
DJQL=S0~T(l.~l?,*Pl*FPS•S1Nl2,*P!*111••2,1 
RFTURi\J 
. ': Í',.\ ri 
1; nuP 
"STORE '''S Uft l>Jf\l_ 
! ! C:-()Q 
* [ 0C 5 ( ( O PC), 11 ? ? PR 1 'H F P • T "P F'•I P [ TE P, ~ E Y P.I) A o') ) 
*L] CT C(\[JD(F PO<J(;Pl'.1 
*cxrcNnFn poccJSIO~ 
e· coco~-nJ~LVA TF1xc10A 
39. 
r ncr~R~J~AcAn-nn \/ALOº VAXIVO ~A A~C!S5A cuqvrLI~EA 
( DQ~-C"I1!~0 nF n~J 
( rocn~-nJALVA TCJYCJRA 
( ~- VAJ('l í"'iF lGf.fl, 
( r,FOh(.A() "f')/\ FlJ"'1(úO .SC"/\IQ ')F :< 
""IIL t_A'iP 
f:-YTc:-p,,,.oL [)JAL 
CO',.H/Q,\! ºI ,F:P5 
l OC:-M11A,?~0)A 
25D C_JD.V,A_T(CQ•f.) 
DFfl_l: ( ,t.,, :?PO) LAVO 
20n õ-QPl,.oT(C:-O,<,) 
~ r: Cj =_Aj l_ DJ/,o 
'•l?[TE(?,?0r1)C:-DC 
?. e,) F ()o·': /l T ( 1 1/ A LO D C) c:- /1 / L p; o A O P J T P M'·O = ' , F o , ~ ) 
~=('\ .. 
~-i=n .. n 1 
º!=3,J.l,J.50 
~ ~ 0 ~=~,*ºI*X/L~~~c 
e )>IY=C !\' (AD(;) 
( GFDA(\.O [,ú FU''(40 SF'·'O DF S 
(õL[_ s~~DSN(DJAL,0 •• x,o.nnn1!1000,s11,s~N,IFR) 
/IP<s=?,*Pl*C/LAVD 
s Jl\!.S=-~ I 1'! ( t,or, l 
e Tc~r~ ~n cpD0 




l r, ''··'" I T f: 1 ° , ;, 0 5 1 
205 cor:i-'.~ó.T, 1 cu111r..r.o~nvi:::0FL01.., 1 
~n F.:Pr. r- L=n" 
?0 (QJ\1T T,~\IIJC 
7 =Y /LA\'D 
'. 
T=S/Lt,VP, 
y = X r..µ 
fC(A~S(FPARS)-ílwl-)~,~,~0 
e; 'l !1.I R T T F ( :. , 1 o 0 ) 
3.,n FQOJ~T(' ATJ\l~JDr e VALOR LI~1 ITF D~ ~Q~ºO'J 
\~QJTF(?,2on1z,T,~Q~PS•F~REL 
?nn FQQ~,1T(4(2X,FO.A)) 
CAL L r, l> ·; 5 :,., ( 1 , ~. ~ l 
GO TO(J,A[)) ,<V-
6'1 (()!\IT I ,-..q_(C" 
Cl>LL FY IT 
f r-1 n 
// XFQ 
40. 
S 1. Jº P Ül r T i 1\\ F /J. '/. I .r..1 ') ( !\ , 1, , '\; • F ~ E T f., • T ) 
"l''F'·'~l0.'! D(~Ol,T(lJ,F(l).ETt,(l),r:,,,,A,(31,;1) 
(SODf - nJt:.L 1·:·~A r~1ycp~A, - Jl!" 1~0 n~ l9é 9 
41. 
" 
/\Jô'l TQ,/\Pf.1LLlAD cnv \/AL;)D 7~Dn í\ô.01', F SU/1.~·!r":0 C) VAL'JR J'):: /1. F0f-< I ~-n· 
FT<?C'l r- 1 rGt..TJV0· 
~ e O ~XºOE~T~ ~O FATO~ VLJLTIPLI(ATIVO 
" O' O r:oA,IJ C;(', DQ[_j\'C'·•rr: l'·'TFJC:0 'lUF í'FI/FV!'" SFR '-'ULT]PLJ(/,,no ºELO 
FATCJD "'UL T!P!_l(/,T!VO X"·>é, 
t-.!· c O ~'lJ'- 1FºO r')f: L T r-,iµAc:; •J() VFTOR F F r-,t) \/FTCi~ ETA 
F " O V'=:T0D '.JIJF: PC-P'ccSf:•'!T,l, O Cü',JU'\TC í'\F \IALO~ES l'l.l\ VA'< J AI/FL 1 )lf)E 
pc~nE~T~ A sFq -~JLJSTA~n 
~TA F n \/~TQq ~Uc ~FnP~SF~!TA 0 COWJlJNTO D~ VALORFS ~A VARIAVFL 
rr-ccr-.!f:,FI\\TE .ô. SF~ /lJ(LC·T_E,f;ú 
T 1.iFDQcSC:NT/l íl Vr:TOP '.)05 cccr=J(IF\JT~S F~,i ORDE~,i CRFSCF,\1TE í).~S 
DQT'''!Cl ,1S ')F " 
VX:?=?*V 
rc~ 1-'-A,(''1 ')/\ ~~t.TRIZ o··~·.ôT 
i"':() 13 IT=],f·IX,? 
"'l!l)=C', 
i'() 13 ,L..J= l, !,1 
J; PIJll=ªllll&FIJJ)**ll)&Z,*AI 
f)(; ? O I I i = l, 1\1 r-..) 
r;o '?O ..1 ... LJ=1,l\1,\1 
'<=! I JF,.J.J.J-? 
JC(V) 1~,J'-,1°, 
lS ~VAT(JIJ,JJJJ=P(~) 
Gr: TO ?O 
lA Xu=r·. 
[](') 1P J~·~=l,·' 1 
1D XO=~OiC(JV)**l2~1tA) 
O'º/, T I l , l l = Y cl 
;r. ro~,1rr•\1UF 
FQqVACAQ 9íl5 TfR\~~s I'ln~PE\Jn~~;rçs 
Tlll=r.. 
rio 63 r=1,t..1 
~ 3 T 11) = T ( 1 ) +F ( l) <HfA 
n O l 7 T J = 2 , i\ 11\ 1 
TIIJ)=r·. 
í'Q 17 J~=l,'1 
1 7 T I T,J l = T 1 !.J l f, 1 F I J '<, l * * 1 l .J - H, .ú l 1 * E Tf, 1 J '( l 
e {\ L L . /\, r, r, /:, y ( ? ' ~' 1 ' "· i ' r,.,_i ~' ' l\_i l.1 ~ n '1A, T .. 0 u f.1 T ) 
C•l_L S'''O(QVAT,T,•1•,,IC.Sl 
l(_C,S=IC.S'-1 
\iO TO ( 12,lt+l ,!(SS 
].'.~ 1,,r,1tf(":,5;J'l) 
55.J FOn"AT( 1 CLJJC\~r;Q,,\ 1,'tT,17 
STl"D ' 
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